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Комбинаторика двоичных слов и коразмерности
тождеств левонильпотентных алгебр
М. В. Зайцев
Д. Д. Реповш
Аннотация
В работе изучаются числовые характеристики полиномиальных тож-
деств левонильпотентных алгебр. Ранее была предложена конструкция,
позволяющая по бесконечному двоичному слову строить левонильпотент-
ную ступени два алгебру с заданными свойствами последовательности ко-
размерностй. Однако класс используемых бесконечных слов ограничивался
периодическими словами и словами Штурма. В данной работе предложен-
ный ранее подход обобщается на значительно более общий случай. Доказа-
но, что у любой алгебры, построенной по двоичному слову с субэкспонен-
циальной функцией комбинаторной сложности, существует PI-экспонента
и вычислено ее точное значение.
1 Введение
Пусть F — поле нулевой характеристики и A — алгебра над F . С алгеб-
рой A связана целочисленная последовательность {cn(A)}, n = 1, 2, . . . ,
определяемая ее полилинейными тождествами. В общем случае последова-
тельность {cn(A)} может расти сверхэкспоненциально. Например, если A
— абсолютно свободная алгебра счетного ранга, то {cn(A)} = p(n)n!, где
p(n) = 1
n
(
2n−2
n−1
)
— число Каталана. Если же A — свободная ассоциативная
алгебра или свободная алгебра Ли, то {cn(A)} = n! или (n − 1)! соответ-
ственно.
Тем не менее, широк класс алгебр, для которых {cn(A)} экспоненциаль-
но ограничена, т.е. {cn(A)} ≤ an для всех n ≥ 1 при некоторой константе
a. К таким алгебрам относятся все конечномерные алгебры [1], все ассоци-
ативные PI-алгебры [2], бесконечномерные простые алгебры Ли картанов-
ского типа [3], аффинные алгебры Каца-Муди [4], [5], алгебры Ли с ниль-
потентным коммутантом [6] и многие другие. В случае экспоненциальной
ограниченности {cn(A)} последовательность корней n
√
cn(A) ограничена и
естественным выглядит вопрос о существовании ее предела.
В конце 80-х годов прошлого столетия Ш. Амицур выдвинул гипотезу о
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2том, что для любой ассоциативной PI-алгебры A предел
lim
n→∞
n
√
cn(A) (1)
существует и является целым числом. Эта гипотеза была подтверждена в
90-х годах [7], [8]. Позднее аналогичная гипотеза нашла свое подтвержде-
ние для конечномерных алгебр Ли [9], конечномерных йордановых алгебр
[10], супералгебр Ли с нильпотентным коммутантом [11] и ряда других.
Для некоторых бесконечномерных алгебр Ли гипотеза нашла частичное
подтверждение — было доказано существование предела (1), но он оказал-
ся дробным [12], [13]. существование предела (1) было доказано и для всех
конечномерных простых алгебр [14]. При этом также были построены при-
меры простых конечномерных алгебр с дробным пределом (1) [15]. В случае
существования предела (1) его принято называть PI-экспонентой A и обо-
значать как exp(A).
К настоящему времени известна лишь одна работа, в которой построе-
на серия алгебр, у которых PI-экспонента отсутствует [16]. В связи с этим
важную роль играет расширение класса алгебр, у которых существует PI-
экспонента. В работе [17] построено семейство неассоциативных алгебр, у
которых PI-экспоненты пробегают все вещественные значения из бесконеч-
ного интервала (1;∞). Все алгебры этого семейства левонильпотентны сту-
пени два, т.е. удовлетворяют тождеству
x(yz) ≡ 0. (2)
Построение примеров в [17] базировалось на комбинаторных свойствах бес-
конечных двоичных слов Штурма и периодических слов.
Недавно [18] было доказано, что любая конечнопорожденная алгебра
A с тождеством (2) имеет экспоненциально ограниченный рост последова-
тельности коразмерностей {cn(A)}. Основной целью данной работы явля-
ется обобщение одного из главных результатов статьи [17] — теоремы 5.1 —
на гораздо более широкий класс алгебр, связанных с двоичными словами.
Предложено понятие наклона для произвольного двоичного бесконечного
слова w и доказано, что в случае субэкспоненциального роста комбина-
торной сложности w PI-экспонента соответствующей алгебры существует и
явно выражается через наклон w.
Все основные понятия теории алгебр с тождествами читатель может
найти в [19], [20], [21].
2 Основные понятия и конструкции
Обозначим через F{X} абсолютно свободную алгебру над полем F с бес-
конечным множеством свободных порождающих X . Напомним, что поли-
ном f = f(x1, . . . , xn) ∈ F{X} называется тождеством алгебры A, если
f(a1, . . . , an) = 0 для любых a1, . . . , an ∈ A. Совокупность всех тождеств
3алгебры A образует двусторонний идеал Id(A) в F{X}, устойчивый отно-
сительно всех эндоморфизмов F{X}. Обозначим через Pn подпространство
всех полилинейных многочленов от x1, . . . , xn в F{X}. Тогда пересечение
Pn ∩ Id(A) состоит из всех полилинейных тождеств A степени n. Положим
Pn(A) =
Pn
Pn ∩ Id(A) , cn(A) = dimPn(A).
Симметрическая группа Sn действует естественным образом на Pn,
σ ◦ f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)). (3)
Поскольку идеал Id(A) устойчив относительно автоморфизма, заданного
на F{X} формулой (3), то Pn(A) также является FSn-модулем.
Представления симметрической группы играют ключевую роль в коли-
чественной PI-теории, поэтому мы напомним основы понятия и конструк-
ции, используемые в дальнейшем. Пусть λ ⊢ n — разбиение натурального
числа n, т.е. λ = (λ1, . . . , λk), где λ1 ≥ . . . λk > 0 — целые числа, причем
λ + · · · + λk = n. Диаграммой Юнга Dλ называется таблица из n клеток,
Расположенных в k строках. Первая строка содержит λ1 клеток, 2-я — λ2
клеток, и т.д. Таблицей Юнга Tλ называется диаграмма Dλ с расставленны-
ми в клетках числами от 1 до n. Стабилизатором строк RTλ таблицы Tλ
называется подгруппа в Sn, изоморфная Sλ1×· · ·×Sλk и состоящая из всех
подстановок, переставляющих числа только в пределах их строк. Аналогич-
но, стабилизатор столбцов CTλ состоит из подстановок, переставляющих
символы в пределах столбцов. Обозначим через R(Tλ), C(Tλ) и eTλ следую-
щие элементы группового кольца FSn:
R(Tλ) =
∑
σ∈RT
λ
σ, C(Tλ) =
∑
τ∈CT
λ
(sgn τ) τ, eTλ = R(Tλ)C(Tλ).
Элемент eTλ является квазиидемпотентом, т.е. e
2
Tλ
= γeTλ , где γ — ненуле-
вой скаляр. В частности, C(Tλ)eTλ 6= 0. Известно, что левый идеал FSneTλ
является минимальным и любое неприводимое представление группы Sn
изоморфно ее представлению на одном из идеалов FSneTλ . С основами тео-
рии представлений симметрической группы можно познакомиться в [22], а
с ее применением в PI-теории — в монографиях [19], [20], [21].
При изучении числовых характеристик, связанных с тождественными
соотношениями, принято пользоваться обозначениями из теории характе-
ров. Пусть χλ = χ(FSneTλ) — характер неприводимого модуля FSneTλ .
Тогда выражение
χ(M) =
∑
λ⊢n
mλχλ, (4)
где M — некоторый FSn-модуль означает, что в разложении M на непри-
водимые компоненты
M = M1 ⊕ · · · ⊕Mq (5)
4модуль, изоморфный FSneTλ , встречается mλ раз. Целое неотрицательное
число mλ называют кратностью характера χλ в χ(M).
Пусть теперьM в (4) — подмодуль в Pn, дополнительный к Pn∩Id(A) и
изоморфный Pn(A). Мы будем отождествлятьM с Pn(A). Рассмотрим одно
из слагаемых Mj в (5). Оно порождается полилинейным многочленом вида
eTλg, где g = g(x1, . . . , xn) ∈ Pn. Поскольку eTλ — квазиидемпотент, то f =
C(Tλ)eTλg — ненулевой элемент из Mj . С другой стороны, если λ
′
1, . . . , λ
′
t —
высоты столбцов диаграммы Dλ (здесь t = λ1), то множество переменных
{x1, . . . , xn} разбито в объединение непересекающихся подмножеств X1 ∪
. . . ∪Xt порядков λ′1, . . . , λ′t соответственно, таких, что f кососимметричен
по каждому из подмножеств Xi, i = 1, . . . , t. Таким образом, мы получаем
следующее утверждение.
Леммa 1. Пусть Mj — одно из неприводимых слагаемых в (5) и χ(Mj) =
χλ, где λ = (λ1, . . . , λk) ⊢ n. Обозначим через λ′1, . . . , λ′t высоты столб-
цов Dλ. Тогда Mj порождается как FSn-модуль полилинейным многочле-
ном f = f(x1, . . . , xn), таким, что {x1, . . . , xn} = X1 ∪ . . . ∪ Xt, |Xj| =
λ′j , j = 1, . . . , t, и f кососимметричен по переменным каждого подмноже-
ства X1, . . . , Xt. Более того, mλ 6= 0 в (4) тогда и только тогда, когда f
не является тождеством алгебры A.
✷
Рассмотрим еще несколько количественных характеристик, связанных
с тождествами и представлениями Sn. Величина q в (5) называется длиной
модуля M , а в случае M = Pn(A) — кодлиной ln(A) алгебры A. Ясно, что
ln(A) =
∑
λ⊢n
mλ, (6)
Где mλ — кратности из (4). Если обозначить через dλ = degχλ размерность
соответствующего представления, то
cn(A) =
∑
λ⊢n
mλdλ. (7)
Из (6) и (7) следует верхняя оценка
cn(A) ≤ ln(A)max{dλ| mλ 6= 0}. (8)
Вместо размерности dλ удобнее использовать близкую к ней числовую
характеристику. Пусть λ = (λ1, . . . , λk) ⊢ n. Обозначим
Φ(λ) =
1(
λ1
n
)λ1
n . . .
(
λk
n
)λk
n
.
Величины Φ(λ)n и dλ асимптотически совпадают с точностью до полино-
миального множителя. Уточним это утверждение для k = 2. В этом случае
Φ(λ) является фактически функцией от одной переменной
Φ(x) =
1
xx(1− x)1−x , 0 < x ≤
1
2
. (9)
5Леммa 2. ([17, лемма 3.3]) Пусть λ = (λ1, λ2) — разбиение числа n. Тогда
1√
pin3
Φ(β)n < dλ < Φ(β)
n,
где β = λ2
n
, а Φ(x) задана формулой (9).
✷
Отметим еще одно свойство функции Φ.
Леммa 3. Функция Φ(x) непрерывна в промежутке (0; 12 ] и Φ(a) < Φ(b)
для любых 0 < a < b ≤ 12 .
✷
Теперь напомним некоторые понятия комбинаторной теории бесконеч-
ных слов . Пусть w = w1w2 . . . — бесконечное слово в двоичном алфа-
вите {0; 1}. Комбинаторной сложностью слова w называется функция
Compw(n), равная числу различных подслов длины n, встречающихся в
w (см. [23]). Известно, что если w — периодическое слово, то Compw(n) =
const, начиная с некоторого n. В противном случае Compw(n) ≥ n+1. Слово
w называется словом Штурма, если Compw(n) = n + 1 для всех n. Наря-
ду с медленным ростом функции сложности периодические слова и слова
Штурма обладают еще одной важной статистической характеристикой. И
в том и в другом случае существует предел
pi(w) = lim
n→∞
w1 + · · ·+ wn
n
,
называемый наклоном w.
Чтобы обобщить результат работы [17] на более широкий класс алгебр,
мы расширим понятие наклона. Пусть сначала u = u1 · · ·un — конечное
слово в двоичном алфавите. Назовем наклоном u величину
pi(u) =
u1 + · · ·+ un
n
,
а длиной u — число |u| = n. Теперь для бесконечного слова w положим
qn = min{pi(u)| u− подслово w длины n}
и определим наклон pi(w) как
pi(w) = limn→∞qn.
Величина pi(w) будет задавать PI-экспоненты алгебр, соответствующих
слову w при гораздо более слабых условиях на функцию Compw нежели в
случае периодических слов и слов Штурма.
Нам понадобится следующее свойство только что определенных вели-
чин.
6Леммa 4. Пусть w — слово с наклоном pi(w) = α < 1. Тогда для любого
натурального T в w найдется подслово u длины T с наклоном pi(u) ≤ α.
Доказательство. Зафиксируем произвольное достаточно малое ε > 0.
По определению pi(w) в w есть конечные подслова неограниченной длины с
наклоном меньше α+ ε. Пусть v — одно из таких слов достаточно большой
длины m. Разделим m на T с остатком,
m = NT + q,
и разобьем v на N+1 подслово: v = v1 · · · vN+1, где последовательно идущие
подслова v1, . . . , vN имеют длину T , а vN+1 — подслово длины q, либо пустое
слово, если q = 0. Очевидно, что при q = 0 среди слов v1, . . . , vN есть хотя
бы одно с наклоном меньше α+ε, иначе и наклон v был бы не меньше α+ε.
Рассмотрим теперь общий случай 0 < q < T и предположим, что pi(vi) ≥
α+ε для всех i = 1, . . . , N . Наклон любого слова длины T может принимать
значения только в пределах множества
{0, 1
T
,
2
T
, . . . ,
T − 1
T
}.
Следовательно, найдется такое целое k, что
k
T
< α+ ε,
k + 1
T
≥ α+ ε.
Тогда, согласно нашему предположению, в каждом из подслов v1, . . . , vN не
менее k + 1 единицы, и в слове v1 . . . vN не менее N(k + 1) единиц. Даже
если pi(vN+1) = 0, т.е. vN+1 состоит из одних нулей, то в v не менее N(k+1)
единиц. Поэтому
pi(v) ≥ (k + 1)N
NT + q
=
k + 1
T + q
N
.
Поскольку k+1
T
≥ α + ε, а q
N
→ 0 при N → ∞, то условие pi(v) < α + ε
не выполняется при достаточно большой длине m слова v. Это означает,
что для любого сколь угодно малого ε > 0 найдется подслово u длины T
с pi(u) < α + ε. Но поскольку pi(u) для слова u длины T может принимать
дискретный набор значений вида k
T
, 0 ≤ k ≤ T − 1, то найдется и подслово
u длины T с pi(u) ≤ α.
✷
Лемма 4, в частности, означает, что верхний и нижний пределы поcле-
довательности qn совпадают, т.е. она имеет обычный предел.
3 Алгебры двоичных слов
Пусть K = {k1, k2, . . .} — бесконечная целочисленная последовательность,
в которой ki ≥ 2 для всех i ≥ 1. Определим алгебру A(K) следующим
образом. Ее базис является бесконечным объединением
{a, b} ∪ Z1 ∪ Z2 ∪ . . . ,
7где
Zi = {z(i)j |1 ≤ j ≤ ki}, i = 1, 2, . . . ,
а ненулевые произведения базисных элементов заданы соотношениями
z
(i)
2 a = z
(i)
3 , . . . , z
(i)
ki−1
a = z
(i)
ki
, z
(i)
ki
a = z
(i)
1 , i = 1, 2, . . . , (10)
z
(i)
1 b = z
(i+1)
2 , i = 1, 2, . . . .
Очевидно, что алгебра A(K) удовлетворяет тождеству (2), а значит
ненулевыми могут быть только произведения с левонормированной расста-
новкой скобок. Поэтому мы опускаем скобки в записи одночленов. Далее,
линейная оболочка < Z1∪Z2 ∪ . . . > является идеалом коразмерности два с
нулевым умножением. Следовательно, любой многочлен f кососимметрич-
ный по четырем переменным либо по двум наборам переменных мощности
три является тождеством алгебры A(K). Отсюда в силу леммы 1 получаем
следующее утверждение.
Леммa 5. Пусть
χn(A(K)) =
∑
λ⊢n
mλχλ.
Тогда ненулевые кратности mλ могут встречаться только у разбиений
λ = (n), λ = (n− k, k), λ = (n− k − 1, k, 1).
✷
Теперь мы конкретизируем вид последовательности K. Пусть w — бес-
конечное двоичное слово и m ≥ 2 — целое число. Положим
ki =
{
m, если wi = 0 ,
m+ 1, если wi = 1 .
(11)
Полученную алгебру, зависящую от m и w, будем обозначать через
A(m,w).
Леммa 6. ([17, лемма 4.2]) Для любого m ≥ 2 и для любого слова w
кодлина алгебры A(m,w) при всех n удовлетворяет неравенству
ln(A(m,w)) ≤ 3(m+ 1)n3Compw(n).
✷
В отличие от ([17]) мы будем рассматривать алгебры не с условием
Compw(n) ≤ n+ 1 на w, а с любым субэкспоненциальным ростом функции
сложности. Функцию натурального аргумента ϕ(n) мы называем субэкспо-
ненциальной, если
lim
n→∞
ϕ(n)
an
= 0.
Для любого вещественного a > 1. Лемма 6 и формула (8) показывают, что
для слова w с субэкспоненциальной функцией сложности величины
n
√
cn(A(m,w)) и
n
√
max{dλ|mλ 6= 0}
8асимптотически близки. Заметим, что функция сложности слова w — это в
точности функция комбинаторной сложности факторного языка, состояще-
го из всех конечных подслов слова w, а класс языков с субэкспоненциальной
комбинаторной сложностью достаточно богат (см., например, [24], [25]).
Перейдем к получению верхней оценки для коразмерностей cn(A(m,w)).
Леммa 7. Пусть A = A(m,w), где m ≥ 2, а w — бесконечное двоичное
слово с наклоном pi(w) = α. Пусть также β = 1
m+α . Тогда для любого
ε > 0 существует такое N = N(ε), что при всех n ≥ N кратность mλ в
разложении кохарактера χn+1(A) равна нулю, если
λ2
n
> β + ε.
Доказательство. Сначала проанализируем возможные значения поли-
линейных одночленов в алгебре A при подстановке базисных элементов
вместо переменных. Предположим, что найдется такой ассоциативный од-
ночлен g = g(a, b) степени n, что z
(i)
j g(a, b) 6= 0 (фактически g(a, b) — это
одночлен от правых умножений на a и b). Тогда g имеет вид:
g = ai0bai1b · · · bair+1 ,
где 0 ≤ i0, ir+1 ≤ m и i0, . . . , ir ∈ {m− 1,m}. Более того,
i1 + · · ·+ ir = (m− 1)r + rpi(wi+1 . . . wi+r), (12)
где pi(wi+1 . . . wi+r) — наклон подслова wi+1 . . . wi+r слова w. Кроме того,
n = deg g = i0 + ir+1 + i1 + · · ·+ ir + r + 1 (13)
= i0 + ir+1 + (m− 1)r + rpi(wi+1 . . . wi+r) + r + 1,
как следует из (12). Поскольку наклон любого слова не превосходит 1, то
из (13) получаем неравенство
n ≤ 2m+ (m− 1)r + 2r + 1 ≤ (3m+ 2)r.
В частности,
r ≥ n
3m+ 2
, (14)
т.е. r растет линейно с ростом n. Из определения наклона pi(w) = α следует,
что для любого δ > 0 величина pi(wi+1 . . . wi+r) строго больше α − δ для
всех достаточно больших n и r. Поэтому (13) влечет и неравенство
n ≥ (m− 1)r + r(α − δ) + r + 1 = r(m + α− δ) + 1,
откуда
degb g
deg g
=
r + 1
n
≤ 1
m+ α− δ −
1
n(m+ 1)
+
1
n
. (15)
Теперь рассмотрим разбиение λ ⊢ n + 1 с λ2
n
≥ β + ε и предположим,
что mλ 6= 0 в разложении кохарактера χn+1(A). Из леммы 1 следует, что
существует полилинейный многочлен f = f(x1, . . . , xn+1), зависящий от λ2
9кососимметричных наборов порядка не меньше двух, не являющийся тож-
деством A. Это означает, что существует подстановка ϕ : {x1, . . . , xn+1} →
{z(i)j , a, b}, при которой ϕ(f) 6= 0 и b встречается среди ϕ(x1), . . . , ϕ(xn+1)
как минимум λ2 − 1 раз. Но тогда ϕ(f) — линейная комбинация одночле-
нов вида z
(i)
j g(a, b), где g — ассоциативный одночлен степени n, причем
degb g ≥ λ2 − 1. Следовательно,
degb g
deg g
≥ 1
m+ α
+ ε− 1
n
. (16)
Поскольку предел правой части (15) равен 1
m+α−δ , а предел правой части
(16) равен 1
m+α + ε, то при фиксированном ε можно подобрать такое δ, что
(15) и (16) одновременно невыполнимы. Полученное противоречие завер-
шает доказательство леммы. ✷
Леммa 8. Пусть w — бесконечное двоичное слово с наклоном pi(w) = α,
m ≥ 2 и A = A(m,w). Тогда для любого ν > 0 для всех достаточно больших
n выполняется неравенство
cn+1(A) ≤ 3(m+ 1)(n+ 1)4Compw(n+ 1)(Φ(β) + ν)n+1,
где β = 1
m+α , а Φ(x) задается формулой (9).
Доказательство. Зафиксируем ν > 0. Так как Φ непрерывна (см. лемму
3), то найдется такое ε, что |Φ(x)−Φ(β)| < ν, если |x−β| < ε. Пусть теперь
λ — разбиение n + 1 с ненулевой кратностью mλ в χn+1(A). По лемме 7
имеем: λ2
n
≤ β + ε. Обозначим ρ = λ2
n
. По лемме 5 у разбиения λ третья
компонента λ3 равна 0 или 1. Если λ = (λ1, λ2), т.е. λ3 = 0, то
dλ = degχλ ≤ Φ(ρ)n+1 ≤ (Φ(β) + ν)n+1
по лемме 2. Для одноэлементного разбиения λ = (n+ 1) аналогичное нера-
венство очевидно. Пусть λ3 = 1. Из формулы крюков для размерностей
неприводимых представлений группы Sn (см. [22]) следует, что
dλ = dµ
λ2(λ1 + 1)(n+ 1)
(λ2 + 1)(λ1 + 2)
< (n+ 1)dµ,
где µ = (λ1, λ2) ⊢ n. Следовательно, dλ < (n + 1)Φ(ρ)n по лемме 2. Таким
образом, неравенство
dλ < (n+ 1)(Φ(β) + ν)
n+1 (17)
выполняется для всех λ ⊢ (n + 1) с mλ 6= 0. Из (17), (8) и леммы 6 мы
получаем
cn+1(A) ≤ ln+1(A)(n+ 1)(Φ(β) + ν)n+1 ≤
3(m+ 1)(n+ 1)4Compw(n+ 1)(Φ(β) + ν)
n+1,
и лемма доказана. ✷
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4 Основной результат
Перейдем к получению нижней оценки роста коразмерностей алгебры
A(m,w).
Леммa 9. Пусть w — слово с наклоном pi(w) = α, m ≥ 2 и A = A(m,w).
Тогда для любого 0 < ε < 1
m+α существуют r0 и возрастающая последова-
тельность nr0 , nr0+1, . . . , такие, что
cnr+1(A) ≥
1√
pin3r
Φ(
1
m+ α
− ε)nr , r ≥ r0. (18)
Кроме того, nr+1 − nr ≤ 2m+ 1 для всех r ≥ r0.
Доказательство. Выберем r0 таким что εr0 > m. Пусть теперь r ≥ r0
— любое целое число. По лемме 4 в w найдется подслово v = wi+1 . . . wi+r
с наклоном pi(v) ≤ α. Как и в лемме 7 в алгебре A найдется ненулевое
произведение вида z
(i)
j g(a, b), где g = g(a, b) — ассоциативный одночлен от
правых умножений на a и b,
g = ai0bai1b · · · bair ,
причем 0 ≤ i0 ≤ m, а i1, . . . , ir ∈ {m− 1,m}. Кроме того,
i1 + · · ·+ ir = (m− 1 + pi(v))r
и
n = deg g = i0 + i1 + · · ·+ ir + r = i0 + r(m+ pi(v)) ≤ m+ r(m+ α),
а степень g по b равна r. Из предыдущего неравенства и выбора r следует,
что
r
n
≥ 1
m+ α
− ε. (19)
Рассмотрим в свободной алгебре F{X} левонормированный одночлен
f = zx01 · · ·x0i0y1x11 · · ·x1i1y2 · · · yrxr1 · · ·xrir .
При подстановке ϕ : X → A, ϕ(z) = z(i)j , ϕ(xpq) = a, ϕ(ys) = b для всех допу-
стимых p, q, s значение ϕ(f) равно z
(i)
j g(a, b), т.е. ϕ(f) 6= 0. Теперь проаль-
тернируем f по парам {xk1 , yk}, 1 ≤ k ≤ r, и получим многочлен f˜ . Таблица
умножения базисных элементов алгебрыA показывает, что ϕ(f˜) = ϕ(f) 6= 0,
т.е. f˜ не является тождеством алгебры A.
Рассмотрим действие симметрической группы Sn на переменные {xqp, ys}
и FSn-подмодуль в Pn+1, порожденный многочленом f˜ . Структура квазии-
демпотентов кольца FSn показывает, что в разложении FSnf˜ на неприво-
димые компоненты могут возникнуть только подмодули с характером χλ,
где λ = (n−t, t) и t ≥ r. Но тогда для одного из таких разбиений λ получаем
cn+1(A) ≥ dλ ≥ 1√
pin3
Φ(
t
n
)n
11
в силу леммы 2. Так как t
n
≥ r
n
, то
cn+1(A) ≥ 1√
pin3
Φ(
1
m+ α
− ε)n
с учетом (19) и леммы 3.
Именно это значение n = i0+ i1+ · · ·+ ir+r = i0+r(m+pi(wi+1 . . . wi+r))
мы и возьмем в качестве nr для выбранного r ≥ r0.
Оценим разность nr+1 − nr. Заметим сначала, что nr+1 > nr в силу
выбора слов wt+1 . . . wt+r+1 и wi+1 . . . wi+r с минимальным наклоном. Ве-
личина nr задается подсловом wi+1 . . . wi+r в w длины r с минимальным
наклоном, а произведение rpi(wi+1 . . . wi+r) равно количеству единиц среди
wi+1, . . . , wi+r . Аналогично, для nr+1 есть подслово wt+1 . . . wt+r+1 с наи-
меньшим количеством единиц,
nr+1 = i
′
0 + (r + 1)(m+ pi(wt+1 . . . wt+r+1))
и поэтому
nr+1 − nr ≤ 2m+ (r + 1)pi(wt+1 . . . wt+r+1)− rpi(wi+1 . . . wi+r).
Но в силу выбора подслов wt+1 . . . wt+r+1 и wi+1 . . . wi+r количество единиц
в них либо совпадает, либо отличается на 1. Поэтому nr+1 − nr ≤ 2m+ 1, и
лемма доказана.
✷
Докажем теперь основной результат работы, обобщающий теорему 5.1
из [17].
Теоремa 1. Пусть w — бесконечное двоичное слово с наклоном pi(w) = α
и с функцией сложности Compw(n) субэкспоненциального роста, и m ≥ 2
— целое число. Тогда у алгебры A = A(m,w), заданной соотношениями
(10), (11), существует PI-экспонента, причем
exp(A) = Φ(
1
m+ α
), (20)
где
Φ(x) =
1
xx(1 − x)1−x .
Доказательство. Обозначим для удобства an =
n
√
cn(A) и покажем,
что верхний и нижний пределы последовательности an совпадают и равны
Φ( 1
m+α ).
Сначала оценим нижний предел. Для этого докажем, что для любого
сколь угодно малого ε > 0 при всех достаточно больших n выполняется
неравенство
cn+1(A) ≥ 1
22m+1
√
pin3
Φ(
1
m+ α
− ε)n. (21)
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По лемме 9 для заданного ε существует последовательность индексов
nr, r = r0, r0 + 1, . . . , для которых выполняется неравенство (18). Для лю-
бого n ≥ nr0 найдется такое r, что nr ≤ n < nr+1 и n− nr < 2m+ 1.
Заметим, что правый аннулятор любого элемента x 6= 0 из A равен нулю.
Отсюда немедленно следует, что ct+1(A) ≥ ct(A) для любого t. Поэтому
cn+1(A) ≥ cnr+1(A) ≥
1√
pin3nr
Φ(
1
m+ α
− ε)nr . (22)
Так как n ≥ nr, Φ(x) ≤ 2 и n−nr ≤ 2m+1, то правая часть (22) не меньше
чем
1
22m+1
√
pin3
Φ(
1
m+ α
− ε)n,
что и доказывает соотношение (21).
Поскольку (
22m+1
√
pin3
)− 1
n → 1 при n→∞,
то соотношение (21) влечет неравенство
limn→∞an ≥ Φ(
1
m+ α
− ε) для любого ε > 0,
следовательно,
limn→∞an ≥ Φ(
1
m+ α
). (23)
Для получения оценки верхнего предела последовательности {an} вос-
пользуемся леммой 8. Поскольку Compw(n) — функция субэкспоненциаль-
ного роста, предел величины
(
3(m+ 1)(n+ 1)4Compw(n+ 1)
) 1
n
при n→∞ равен единице. Следовательно, по лемме 8
limn→∞an ≤ Φ( 1
m+ α
). (24)
Неравенства (23), (24) означают существование обычного предела после-
довательности {an}, т.е. PI-экспоненты алгебры A(m,w), а также равенства
(20).
✷
В заключение выскажем гипотезу о существовании PI-экспоненты у лю-
бой левонильпотентной ступени два алгебры с конечным числом порожда-
ющих. Важными частными случаями являются конечномерные алгебры и
относительно свободные алгебры конечного ранга. Для них поставленный
вопрос также открыт. Условие конечной порожденности существенно, как
показывает контрпример [18].
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